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o doute Lo Legon, on conedée K= R o @ et E Ik -@pac vect ouw

muni et'un paoduit acatod .

I . Bpace prehilboihens
1. PropuiEEs aemoaquabiet

Theeéme 1.1 (Inggalites de Cauchy - Schwanz) Taue tous x4 € E, I<x,y>i ¢
Vx> ey y5>' e plus it y o SeelliFe & of soulement & x et y gom IiE.

Cowoitaize 1.2 ! i . —
< 1.2 U ogedication Hil:=y<., > dea‘:inrt dine novme ua E.

Apefication. 1.3 L! oets _
PPQ 3 Gﬁ:ﬂl(ﬂi‘lﬁn Ex E —-)“‘,(xly)p__,(x|y} et centinue.

Facxpgfﬁon 1.4 Geiert “1Y,¢ € E. Aley:
CWreyit= wxi® + uyit 4 2Re <x,y>
S MxFYU? 4oy -yy?

= 2 (UxN*+UgUt ) idenniic au poxaliglogramme

Theoeme 1.5 (Fythagoe) Sevent %y € E wh Que <x,4>=0.0n o : Hx+ryil® = ixi’
De 3tus, bosque K = R, t SECiprogue est VETIfrER.

toyn®

Contre -exemple 1.6

A €, e+l =i+ M2 mais ¢1,i1> =~i 40

2. rihogonalirc

Définition 1.7 it A E . on de?dmt L erthegonal de A, At iz €E|Vae A <xad>=0}

ﬂernoz\qje 1.8 P Lincanite e ontinuitt det a&:nchm; Y %Y, A et un £0UP - &9poice
veckukl de E. :

fe Lot

Trposition 1.9 Seem A,B = E . On o alex; .
bl

B A = Alc at v At = (vect AV = A

ALt v et A N At = 10}

. = wvect A
Detinition 1. 40 Une f_am. Le (wi); ©de vecteuu de E est ohre evthogpnole -0 pan
o iqﬂe 1‘<x1-,x3->=0.

G ot quielle ept etthewane & ok plue |, pown fout 1€ I, <% %y >=1.

3 Espace de Hitbet

Definition 1.11 Cnalit Que E ¢t un aspace oe HlbOX &5 E cor complr pao [a howme
BaMe dik ;Fmd.x.;dc Scalaing .

Exemples 1.12
» tepace (L*, 0.1iy) ot un Hhiboxt

» Aot X non wide, (L), U-lig) et un Hilbort

IC . PRopuités der egpaces de Hilbatt

1. Theemémes de %&ch‘m et cans@quencer
Cn censidére (H, I1LI1) un opyce de. Hilbext.

Theoéme 2.1 (F’L%&'ﬁﬁ“m Al Un Cantexe feamd) et ¢ _un convexe btenm? (non vick) ot H-
Alag, pour Jowt £ € H il exisk un uniQue dément de €. QUL sgalise la custance de %
d C. Ce point e OfplE Pagjechion de x ia C et 1k pe (),
L' €igment pc (#) ext caLaCfErist os : Pe(a) € C et A Wk Y €L, R (€% = Petsls
Y~ pexrd)< 0.

Aﬁﬂiﬂ!ﬁm- Détinition 2.2 &it C 1 convexe ?ﬂk’rfl_ nen uide de H . L' q)é}aw de p.c Chon
Pe i % = Pc(x) et ioien dea:in‘» et cefe gpbication &t 1- Lipechitzienne.



Conséquence 2.3 KM F et _un dx«.uné e H, FOF = H. On en déoluit glow Lo

Qetradienion Ll vanke
Théendme 2 4 (prgechon aue uh epace ag\m€ ) Seir ¥ oun egoee vecteued fome de . Rua
% € H, Pr () ext 2'unigque Ement p € H qui lfrid:‘t PEF e x-pe€Ft

D2 pys, PriH — F ot Rineaile, corfinue et -&U-aﬁm“‘ﬁ'

(oollaire 2.5 Sait F un s -apace wecteuel & E alew F = H = Fl= o}

Agptication 2.¢ Censtructien de thw@_ anditionnelle comme fn%kcxw.x erthogrnal
done L* (9, 4,P).

ThEo@me 2.% (cte aepaésonmation de Riesz) Sait (0 ane dﬁ?nma Lintale cathinue A

H Al exiske alew un uniQue .y € H el Qe P = <., y>. Depus, e, = iy

Detinitia 2.8 Sous (o hypothesat pagcéceniee,  on paut a’ea:inir L' oustomenpnieme od-
am'n*t o € [.(H), u*, ~U€fia;’am~: Va,y & H, <w,y > = i, ,u“(y)k.

o

unem.xrrtaﬂ:mmﬁ@n B

Théeneme 2.9 Qeit JT:H — R COnwexe cothirue ot coeretae. Alow il exiske @ € H

el ape T@ = ink T
H

T Jvow

2. Bawes hilbmtienneg

Dernition 2 10 €n it qu’ une &n,,\,-“( (€jer de H & une bows hilbevhenne de H
o elle oot ethonenmze et totale (1. H < Vet (e7,1€17 )

ThEowme 2.11 ( erthogenalisction de Cram - Schmielt)
de H. D exisk une uniQue e erthonenmale (Mg Un) e Wt (e
/)

St (eg,...,eq) une atumille hbre

.. én) tele auie
pou Lot k, wy, € Vect ey ..., €x).

Theerzme 2.72 ladtmis) Tewt apose de Hhibod admet the bate hilbsxHenne.,

Théméme 2.13 dest H un Hilbat et (en)n uine a::.m'al(e arthoneimee de H. (&1 aggorhions

L[uikvanker ont é?%u‘uaﬁemﬁ.
¢ (€n)n €€ une boks hilbastienne

)
+ Vae H, x = Z.<3t,9n>en
n=o
+eo

Z i<z, endl?

n=o

ten ne N)* = jo}

- ¥a e H, nxn? - feimule oe TRasuat

@

T _ Exempler de Hilbart
1. L'espce L2 ()

Cn conncére O'espace L () muni du proctt sealaite <4, ri= zﬁ;jﬂ;@

Proposition 3.1 o tart n, on note enit — elnt_ Alpw ten), ext une boee hillboy -

tienne ¢e L2 ().

+e)

sl S 2
Thémeme 3.2 Ssit £ ¢ L2 (T) aloe 0fl,° = 2 I<f,endl = nz: Fen )1
n=0 =
) 5 € TY
Apptication3:3 E‘ = & '90

2. L'epace L* (1, 0)

Difinition 3.4 Sewt T un intowalle de 1R. On ofpelie &‘m\(:ﬁmn poidt s T foule gonchion
. N 1

e: I — R¥ metwrabdle telle q_‘e Paw teut 0y [(’xlnetx)dx <400 On conmdere L (lfe)
T : e

U apace deg dxmcnmr de conaf n‘nré%w.be powe fa densire edX . it _x-qoszf d'un Hilbext,

ot - . - 4 \eri [ & P =N
Theaeme 3.5 I exisk ame a‘mnme etthonsimals (A )n & Ll“'e) w,&:onv Eh

ThEasme 36 'l exiche u> o tel CSUC Iexllle(z)d% <0 alog (Pn)n ett une bowe hilkedienne .
T

B(atha 3.7

2oyt
= ) = (-l)n E% —d—-ﬁ(e— )
.Pct.ynomes e Heamike : ax'

szt
=R, p:ixr—e = P 1
‘ ‘ ) ~ d" fot-n"]
- poyndmes de Legendse » 1= 11, 0=l = Fawd = o T




